ENSA d’Al-Hoceima Année 2019/2020
AP-l, Premiére Année, Semestre 2
Algeébre Linéaire, TD4

Solution de la SérieN°4 : Matrices, déterminant, inverse d’'une matrice et sytemes

Exercice 1
1. Montrer que tout nombre complexes’écrit de maniére unique sous la forme

z=x+y(l+i) (r,y)€R?

2. SoitK I'ensemble des matrices de la forme

_ T Y 2
M_<—2y a:+2y)’ (z,y) € R°.

(a) Montrer quéeC est un sous-espace vectoriel &6:(R).
(b) Montrer que I'applicatio® : C — K quiatoutz: = z+y(1+i) € C ((z,y) € R?) associe

(_2y o4 2y> est une bijection.
3. (a) Montrer que, pour todt’, z”’) € C?,ona:
D2 +2") = B+ ("),
D(2'2") = ®()P(").

(b) En déduire quéiC, +, x) est un corps commutatif.
(c) Calcucler explicitement/ ! pour

= (2 0,) @neR -0

Solution :
1. Montrons que tout nombre complexs’écrit de maniéere unique sous la forme

z=x+y(l+i) (z,y)€R?

en effet, pour cela il suffit de montrer que le systémel + i} est une base decomme urR-espace
vectoriel. Soitx et 8 deux scalaires réels tels quel + 3 (1 4 i) = 0, montrons quex = 5 = 07
Onaal+pg(1+4i)=(a+p8)1+8i=0,alors

a+pB = 0
B =0

puisque{1;i} est libre dan€; donca = 8 = 0; donc{1; 1 + i} est un systéme libre.
CommedimgC = 2 = Card{1;1 + i}, alors{1; 1 + i} est une base de.
Finalement, pour nombre complexdl existe = ety deux réels uniques tels ques’écrit sous la
forme unique

z=z+y(l+i) (2,y) €R?

2. SoitK I'ensemble des matrices de la forme

_ T Y 2
M_<—2y a:+2y)’ (z,y) € R°.

e {i- (G, ou). Gew)



(a) L'ensembleC est un sous-espace vectorieltié;(R) : en effet,
— L'ensemblel est un sous-espace vectoriel.&é;(R) : en effet,

*En prenantc = y = 0, on trouve que la matrice nulte; = (0 O) estun élément dg ;

0 0

donck # 0.
*SoientM = r Y etM’ = @ v dans/C et \ un scalaire réel;

-2y x+2y =2y 2+ 2y '
alors

;| Yy ! Yy _( z+a y+y
M= (—29 T+ Zy) " (—21/ '+ 2?/) B (—2(y +y) (+2)+20y+v)
donc , ,
X
M+ M = (_2y,, o i 2y,,) €K

*On a aussi

AM :(—wa <Ax>iy2<xy>>:(—€zc €+CZC>€K

d’ou K est un sous-espace vectoriel i€ (R).
— K est un sous-espace vectoriel&i;(R), alors(X, +, x) est lui-méme urR-espace vecto-

. . . T Y
riel. Soit M = (_2y o4 2y> dans/C, alors

T Y _fz 0 0 v\ 10 0 1\
M_(—Qy x+2y>_<0 x>+(—2y Qy)_x(o 1)t g o) Trartye

olle; = ((1) ?) etey = (_02 ;) ; donc le systémée;;es} engendrel. le systéme

{e1;e2} estlibre, en effet soient ety dansR tels quer e; + yes = O,, alors

T Y (0 0 o
<—2y x—|—2y>_<0 0) - r=y=0

donc le systemée;;es} est libre et engendrkE, d'ou le systémee;; ex} est une base de
KC; ce qui montre qué& est un espace vectoriel de dimension 2 qui est la dimensi@rsde
R

(b) Montrons que l'applicatio® : C — K quiatoutz = x + y(1 +1i) € C ((z,y) € R?)

. T
assome(_ y

2y x4+ 2y
— Lapplication® : C — K estinjecive : en effet, soieat= z+y(1+1) etz’ = 2’ +4y'(1+1)
dansC tels qued(z) = ®(z'), montrons que = z’' ? on a®(z) = ®(z’), alors

x Yy R y N xz—a y—1y (0 0
=2y x+2y) \-2¢ 2 +2¢y —2y+2y x—2'+2y—2y)  \0 O
doncz = 2’ ety = ' ; d’'oli z = 2’; ce qui prouve qué® est injective.
— Lapplication® : C — K est surjective : en effet, soientet y deux réels, alors la martice

x Y
-2y 42y

i . , inati . R2 _( T )
existe et elle estdaris; donc I'application? : R* — K, (z,y) — ¥(z,y) = (_2y o4 2y>

est surjective car a tout élément danse K il existe au moins un coupler, y) € R? tel

que
_(® Y —
M= <—2y T+ Qy) =¥(z.y)

) est une bijection. En effet,



or l'applicationf : R> — C, (x,y) — f(x,y) = z = v +y(1 +1i) est une bijection, alors
sa réciproqug ~'(z) = (z,y) est aussi bijective ; donc

O R S 18

Finalement, 'applicatio® : C — KC est bijective.
(@) Montrons que, pour to(t’, 2”") € C2,ona:

D2 +2") = B+ ("),
D) = ®()0(").

Soit(2',2") € C?,onaz’ =2’ +y/(1 +1i) etz” = 2" +y"(1 +1), alors
Z/+ZI/ — (x/+xll)x+(y/+y1/)(1+l) et ZIZI/ — (x/xll—2yly”)+(xlyll+xlly/+2y/y”)(1+i)

, " xl y/ xl/ y/I _ x/+x/1 yl+y1/
(P(Z )+(I)(Z ) - <_2y/ x/ + 2yl)+<_2y1/ xl/ + 2y1/ - _2(y1+yll) (xl _’_xll) + 2(y/ +y/1)

et

. z' + Ty
®(2' +2") = B((2/ +2")e + (' +y")(1 +1) = (—z<y' L) ) 4o y"))

d'ou ®(2' + ") = ®(z') + ®(2”), ceci d’une part et d’autre, par un produit matriciel, ilivie

, // _ x/ y/ x// y//
o0 = (5 oY) (G r Loy
_ x/x// _ 2y/y// x/y// + x//y/ + 2y/y//
- <_2(x/y//+x//y/+2y/y//) x/x//+2x/y//+2x//y/+2y/y//
et
(I)(Z/ Z//) _ x/x// _ 2y/y// x/y// + x//y/ + 2y/y//
. _Q(x/y// + x//y/ + 2y/y//) x/x// _ 2y/y// + Q(x/y// + x//y/ + 2y/y//)

xlxll _ 2y/y1/ Cl'/yll + xl/yl + 2y/yll
(—Q(x/y” _’_xlly/ + 2ylyll) x/xll + 2x/y1/ + 2x/1y/ + 2y/y1/>
d’ou on obtient légalit@®(2'2") = ®(2")P(2").
(b) D’aprés la question 3.(a) on a montré gheest un homomorphisme d’anneau et comme

(C,+, x) estun corps e : C — K est bijective; alorg/C, +, x) est un corps ef est
un homomorphisme de corps.

(c) Soit(z,y) € R? — {(0,0)}, calcucler explicitement/ —! pour

_( 7 Yy
M= (—2y :Jc+2y)

— le déterminant de la matride estdet(M) = 2% + 2zy + 2y = (z +y)? + y* # 0 pour
tout (z,y) € R? — {(0,0)}.

_ SoitM! = MT = (¥ %

1 N .

,alorsM~! = —— T ouT estla matrice dont les
y x4+ 2y

coefficients sont

det (M)

Mi=z+2y, Tw=-y, Ta=2y et Ip==x

d'ou
T+ 2y _ Y
. 1 (x 12y _y) (z+y)?2+y?  (z+y)?+y?
M_ = - =
(x+y)?+y2 \ 2y z % T

(x+y)?2+y? (r+y)?2+y?



Exercice 2
On appelle matrice de rotation toute matrice associée aatagan d’angle) donnée par

o= (3l ),

1. Deéterminer les matric&S;" pour tout entiern > 1.
2. Montrer que pour touté € R, la matriceGy est inversible,

Solution : Considérons les matricé€s données par
G — cos(0)  sin(6)
= \—sin(@) cos(9))’
1. Determinons les matric&s;® pour tout entiern > 1 : en effet, on procede a une démonstration par

récurrence (0) sin(9)
B B 1_ [ cos sin _
Pourm =1, on aGy = (_ sin(f) cos(9)> =G

— Pourm =2,0na

_( cos(f) sin(0) cos(f)  sin(6)
G Go x Go = (— sin(f) cos( ) (— sin(f) cos(9)>
n(

_ (COSQ(O) — sin?(6) sin 9) ( ) )
—2sin(6) cos(d)  cos ( ) — sin®(6)

von oo cos(20)  sin(20)
d'ou Gy = <— sin(260) cos(20)
— Supposons que la propriété est vraie jusqu’a I'étape 1), c’est a dire

m—1 _ { cos((m—1)8) sin((m —1)0)
Gy = (—sin((m— 1)6)  cos((m — 1)9))

montrons qué&y* = cos(md) Sm(me)) ? Pour cela, on utilisera les deux propriétés trigo-

—sin(md) cos(m@)
nomeétriques suivante

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) et sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

cosw(n 1)6)  sin((m — 1)6 >)(cos<9> sinw))

m _ m—1 1 _ (
Gy = Gy xGy= (— sin( 1)0) cos((m —1)0) ) \ —sin(f) cos(0)
_ ( cos((m — 1)0) cos(#) — sin((m — 1)0) sin(6) cos((m — 1)0) cos(9) + sin((m — 1)6
— (cos((m — 1)8) cos(9) + sin((m — 1)8) sin(8)) cos((m — 1)0) cos(6) — sin((m — 1)

onposer = (m — 1)0 etb = 6, alors
cos((m — 1)0) cos(0) — sin((m — 1)8) sin(0) = cos((m — 1)0 + 0) = cos(mb)
sin((m — 1)0) cos(0) + cos((m — 1)8) sin(0) = sin((m — 1)0 + ) = sin(mb)
d'ou
am _ cos(mf)  sin(mb)
0 = \—sin(mf) cos(mf)
— D’apres la propriété de récurrence, pour tout 1 on a

m ( cos(m#@) sin(m9)>

0 = \ —sin(mf) cos(mb)

)
)

sin(0)
sin(6)

)



2. Montrons que pour toute € R, la matriceGGy est inversible : en effet, une matrice est inversible si
et seulement si son déterminant est non nul. Or, on a

cos(f)  sin(6)

det(Gy) = ‘ —sin(f) cos(f)

‘ =cos*(f) +sin*(0) =1, VOER

doncdet(Gp) estindépendant d&; d’ou la matriceGy est inversible et on a

G- ( cos(6) — sin(0) > etaue (G;)" = ( cos(m@) — sin(mé) ) _ @,

sin(0) cos(0) sin(m@) cos(md)
O
Exercice 3
1 3 0
Soit A la matrice donnéepat= |3 —2 -1
0 -1 1
La matriceA est-elle inversible ?
1 3 0
Solution : Considérons la matricd donnée pad = |3 —2 —1 | La matriceA est inversible si et
0 -1 1

seulement si son déterminahtt(A) est différent de 0.

Alors, il suffit de calculer son déterminant : On peut alorgadépper le calcul du déterminant desuivant
une ligne ou une colonne.

Le développement suivant une lighe

det(A) =" a; j(—1)det(A; ;).
j=1

Le terme(—1)"*7det(A; ;) est appelé le cofacteur du termg; et le termedet(A4; ;) est appelé le mineur
du termeu; ;. Cette methode porte le nom de développement suivant ume lig
Le développement suivant une colonne

det(A) =" a; j(—1)Vdet(A; ;).
=1

Le terme(—1)"*idet(A; ;) est appelé le cofacteur du termg; et le termedet(A4; ;) est appelé le mineur
du termeu; ;. Cette methode porte le nom de développement suivant uoercal

Avecn = 3, alors je vais opter pour le choix d'un développement sedorplonne numéro 1 car il figure
un O sur cette colonne(le 0 permet de faciliter le calcul cesat qu’'une multiplication fois 0 est 0).

La colonne numéro 1 veut dire gye= 1 dans la formule

3
det(A) = > aix(—1)""det(A; 1)
=1

alyl(—1)1+1d€t(z41’1) + a2,1(—1)2+1det(A2,1) + agyl(—1)3+1d€t(A3’1)
alyldet(ALl) — agyldet(Agyl) + agyldet(Agyl)

OUCLH =1,as1 =3 etaz; =0; donc

1 3 0
det(A)=|3 -2 —1| = 1’
0 -1 1

-2 -1
1 1

30
B

(—2+1)—3x3+0



donalet(A) = —10 # 0; d’ol A est inversible et son inverse sera calculé par la formule

-1 m Com(AT) = de; 5 (Coma))”
1 3 0
AT =1 3 —2 -1
0 -1 1

d’abord les matrices qui vérifiemt” = A, on les appellentlatrices symétriques; donc notre matricel
est symétrique, soit Cod”) = Com(A).

-2 -1 3 —1
Fn = +| 1‘——3, F12——‘0 1‘——3
3 -2 3 0
I''s = + 0 1’——37 Fm—-’_l 1‘——3
1 0 1 3
Iz = 41 1‘—17 F23——‘0 _1’—1
3 0 1 0
1 3
Isz = +| 3 _2‘——11
D’ou
1 3 3 3
A*lzl—o 3 -1 -1
3 -1 11

Il faudra remarquer que l'inverse d’'une matrice symétridoisqu’elle est inversible, est symétriqueld
Exercice 4

1 1 0
Considérons lamatricB = [ -1 2 1],
1 0 1
Solution : Considérons la matrice
1 1 0
B=|-1 2 1
1 0 1
1 -1 1
D’abord la matrice3 n’est pas symétrique c&#” # BouB" =| 1 2 0
0 1 1

On peut alors développer le calcul du déterminantidriivant une ligne ou une colonne.
Le développement suivant une lighe

det(B) =Y bij(—1)*det(B; ;).
j=1

Le terme(—1)"*idet(B; ;) est appelé le cofacteur du terig et le termelet(B; ;) est appelé le mineur
du termeb; ;. Cette méthode porte le nom de développement suivant ume lig
Le développement suivant une colonne

n

det(B) =Y b; j(—1)det(B; ;).

i=1



Le terme(—1)"*idet(B; ;) est appelé le cofacteur du terig et le termelet(B; ;) est appelé le mineur
du termeb; ;. Cette méthode porte le nom de développement suivant uoereal

Avecn = 3. Comme le nombre O figure dans la lighe- 3 et dans la colonng = j, alors je peux utiliser
'une ou l'autre des deux formules. Je prend a utiliser lanfiole des lignes, soit la ligne= 3 dans la

formule

3
det(B) = Y bs;(—1)*"det(Bs ;)
j=1
= b371(—1)3+1d6t(33’1) + bg}g(—1)3+2d€t(3372) + b373(—1)3+3d€t(3373)
= b371d€t(B371) — b372d6t(3372) + b373d6t(3373)
Ol:lbgl =1,b3s =0etb33 =1; donc

1
det(B) = | —1
1

1 1 1
2 -1 1 -1 2

SN =

0
Iy
1

[+
= 1-0+3

donclet(B) = 4 # 0; d'ou B est inversible et son inverse sera calculé par la formule

1 1
—1 T T
dot5) SO B") = Geyy (ComB))
1 -1 1
Br=1 2 0
0 1 1
alors calculons les mineurs
2 0 1 0
Pll = + 1 1 :27 P12:_ 0 1 ’:_1
1 2 -1 1
T =+, {|=L Taa=-] 1‘22
1 1 1 -1
Tog = + 0 1 =1; T3 =— 0 1‘2—1
-1 1 1 1
Far = +] 0‘2—2, F32——‘1 0‘21
1 -1
Tss = + 1 2‘—3
D’ou
1 1 1
2 4 4
2 - 1
B*1:£ 2 1 -1 | = 1 1 _l
2113
2 4 4
O
Exercice 5
1 ¢t u
Considéronslamatrica = (¢ 1 u |, Vt,u € R
u t 1

1. Montrer que det(A)” est un produit de facteurs du premier degré etw.



2. Trouver une relation entieet u pour que la matricel soit inversible.
3. résoudre et discuter selon les valeurs deu le systéme

r+ty+uz=0
tr+y+uz=0
ur +ty+2=0

Indiquer le rang du systeme dans chacun des cas examinés.

Solution : Considérons la matrice

1t
A=t 1 , Vt,u € R.
u i

— e

1. Montrons que det(A)” est un produit de facteurs du premier degré et : en effet, il suffit de
calculer le déterminant dd, on pourra utiliser n'importe laquelle des deux méthodam¥” ou
"colonne”. On calcule le déterminant, puis le factorisefasteur de degré 1 :

det(A)—i 1u—ttu+u
_u t 1 u 1 u

- = o+
— e g
Il

|

tl‘

= 1—tu—t>+tu?® +ut®>—u?

= (tu®—u®)+ 1 =1+ (ut® — tu)

= Wt —-1)—t—-1)t+1)+tult—1)

= (t-1)@W?*=1—t+tu)
t—D(v—1)(u+1)+t(u—1))

(t—1)(u—1)(u+t+1)

d'oudet(A) = (t — 1)(w — 1)(uw + t 4+ 1) est un produit de facteu(s — 1), (v — 1) et(u +¢ + 1)

qui sont de degré 1 eret enu.

2. La matriceA serait inversible silet(A) = (t — 1)(u — 1)(u+t+ 1) #0;
(t—1)(u—1)(u+t+1)=0estéquivalenta= 1 ou bienu =1 ol bienu+t+1 =0,
d’ol pour queA soit inversible, il fautque # 1, u # 1 etu +t+ 1 # 0.

3. Résovons le systeme suivant

r+ty+uz=0
(S) ¢ te+y+uz=0
ur+ty+2=0

selon les valeurs deet .
Le systémé&S) est équivalent la forme matricielle suivante

1 ¢t u 0
t 1 wu 0 & AX =0
u t 1 0

[SERSI.-
Il

oux = ; eth = 8 est un vecteur nul.

— Sit # fu #*1 etu0+ t + 1 # 0, alors la matriced est inversible ; dans ce cas la solution est
unique qui est le vecteur Nl = 8 puisque le systemgS) est homogene (c’est a dire le
second membrgest nul). Le rang duOsystéme cette fois-ciest 3.



— Sit = 1 etu # 1, alors le systéme devient

x+y+uz=0 . z €R
r+ytuz=0 & {x—:thi:O & y=—(u+ 1z
ur+y+2=0 a y 2=z

donc I'ensemble de solutions est

Ey={(z,—(u+1z,z) / x € R} = Ker(4)
E, est bien une droite vectorielle engendrée f@r, —(u + 1),1)} car tout élémenX € E;
s’écrit

X = Z‘(l, —(’U, + 1)7 1)

donc la famille{(1, — (v +1),1)} est une base d&; = Ker(A); soitdim(F;) = 1; d’oule rang
du systemésS) estr = dim(R?) — dim(E;) = 3 — 1 = 2 = dim(Im(A4)).
Sit =1 etu = 1, alors le systéme devient

r+y+2=0
r+y+z=0 & Tz+y+z=0
r+y+2=0

donc I'ensemble de solutions est
By = {(2,y.2) / 2 +y + z = 0} = Ker(A)
FE5 est bien un plan vectoriel d’équationt y 4+ z = 0. Pour tout élémenk € F, s'écrit
X =(z,y,—xz—vy) = (2,0,—z) + (0,y,—y) = x(1,0,—1) + y(0,1, —1)

donc la famille{(1,0, —1); (0,1, —1)} engendre®; et elle est libre; don(1,0, —1); (0,1, 1)}
est une base dB; = Ker(A) ; soitdim(F>) = 2; d'ou le rang du systemg) est

r = dim(R?) — dim(E») = 3 — 2 = 1 = dim(Im(A)).

Sit # 1 etu = 1, alors le systéme devient

z+ty+z=0 -~ z €R
te+y+2=0 <& {txx—:—tyii:g & y=2x
z+ty+2z=0 B B z=—(t+ 1z

donc I'ensemble de solutions est
Es ={(z,z,—(t+1)z) / x € R} = Ker(4)
E5 est bien une droite vectorielle engendrée{dar 1, —(¢+1))} car tout élémenk € E5 s'écrit
X =z(1,1,—(t+1))

donc la famille{(1,1, —(t+ 1))} est une base dBs; = Ker(A) ; soitdim(E3) = 1; d’ou le rang
du systemésS) estr = dim(R?) — dim(E3) = 3 — 1 = 2 = dim(Im(A4)).
Sit #£1,u #1ett +u=—1soitu = —t — 1, alors le systéeme devient

r+ty—(t+1)z=0 - N z €R
tety—(t+1)z=0 & {(1 QA zyl__g & y=2z
—(t+lz+ty+2z=0 N z=—x

donc I'ensemble de solutions est
Ey={(z,z,—x) / x € R} = Ker(4)
E, est bien une droite vectorielle engendrée{gar 1, —1)} car tout élémenk € E, s'écrit
X =z(1,1,-1)

donc la famille{(1,1, —1)} est une base d&, = Ker(A); soitdim(Es4) = 1; d’ou le rang du
systemgS) estr = dim(R?) — dim(F,) = 3 — 1 = 2 = dim(Im(A)).



Remarque : Il faut réviser la partie parlant du rang d’'une matrice, rdhun endomorphisme et donc
le rang d'un systéme linéaire est égal au rang de sa matréze/cér

r = dim(E) — dim(Ker(A)) = dim(Im(A))

oU FE estl'espace vectoriel de dimension finie égale a la taillsydgteme ol de la matrice dy systéme.

O
Exercice 6

1. Résoudre le systéeme d'équations linéaires sur le cogpreedsR.

20 +ty+2 = 3
r—y+3z = 8
r+2y—z = -3

2. Le systéme suivant d’équations linéaires sur le cBrpdmet-il des solutions

2x4+y+2z = 3
r—y+3z = 8
r+2y—2z = =3
r+y+2z = -1

Solution :
1. Résolvons le systéme d’équations linéaires sur le capsékIR.

20 +ty+2 = 3
(S) : r—y+3z = 8
r+2y—z = -3

En effet, le systéméS) est équivalent au systéme linéaire matriciel suivant

2 t 1 T 3
1 -1 3 y | = 8 & AX =D
1 2 -1 z -3

il s'agit bien d’'un systéme linéaire & 3 équations et 3 inem@lors on dit quésS) est unsystéme
déterminé. D'abord, le déterminant de la matrigeest

det(A) =4t — 7

. . . 7
doncA est inversible si et seulementtsi —.

On peut utiliser la méthode d’élimination de Gauss pour $@uélre ; pour cela en effet la méthode
d’élimination de Gauss consiste a triangulariser le systematriciel A X = b qui se fait en des

étapes
1" étape:
2 ¢+ 1 3\ LY
1 -1 3] 8 | L
_ _ 0
12 -1 =3/ 10O
2¢éme étape:
2 t 1 1
Lgl):Lgo)
0 —bt-1 3% | 1@

2
LY = — 110 4 1.0

~
—+
[N
[
Nl
|
[\l [}



38me étape:

2 t 1 1
Lf) (1)
0o b1 3 & | LP-rd
(2 _ 4 (1) (1)
0 0 7—4t  17-11¢t L _t+2L2 + L3
2+t 2+t

donc résoudre le systéni§) est équivalent a résoudre le systéme suivant

2 t 1 T 1
1 5 13
7—4t 17-11¢
0 0 P z P

donc il y a deux cas a discuter :
Premier cas :sit # —, alors la matriced est inversible et donc le systeri§) admet une unique
solution d’ou la solution suivante

. 5t—5
T 4t—7
_ 3

Yy = 1i=7
17— 11t

“ 7— 4t

d’oll 'ensemble de solutions est
5t—5 3 11¢—-17 7
E = . . _ L.
{<4t—7’4t—7’ 4t -7 ) /t7é4}

Deuxiéme cas sit = n alors la matriced n’est pas inversible et donc le systefg est équivalent
au systeme suivant

2 % 1 x 1 2x—|—£y—|—z = 1
0 -1 3 y = 2 N —LBy42; = L8
0 0 0 z —2 0 = -2

donc le systéme est impossible Gaz —% ; d'ou le syseméS) n'admet pas de solutions.
. Le systéme suivant d’équations linéaires

2r+y+2z = 3

) r—y+3z = 8
(P) - r+2y—2z = =3
r+y+2z = -1

est unsystéme sur-déterminécar le nombre d’'équations (4 équations) est supérieur atbreem
d’inconnus (3 inconnus).
Procédons par I'absurde, supposons que le sys{&na une solution, alors par substitution on a

2r4+y+2z = 3 3—-2x—y = =z

] r—y+3z = 8 r—y+3B83-2x—y) = 8
(P) : r+2y—z = -3 < r+2y—3—-2x—y) = -3
r+y+2z = -1 r4+y+2B83-2z—y) = -1
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ce qui est équivalent encore a

3—2x—y = =z 3—2x—y = =z 3—2x—y = =z
Sex+4dy = 1 - r = 1 - r = 1
y = - y = - y = -
3e+y = 7 22 = 7 r = %

doncl = % s0it7 = 2 qui est absurde ; d’ou le systeri®) n’admet pas de solutions.

Exercice 7
Sous quelle condition le systéme d’équations linéaire®sur

y+az+adit = 1
z+alz+at = -1
(€) - 2 —
ar+a‘y+t = 1
a?r4+ay+z = 1

admet-t-il une solution unique ? Résoudre, dans ce cassiémeg.

Solution : Le systeme d’équations linéaires suivant

y+az+adit = 1

r+a’z+at = -1
(€) - 2 —

ar +a‘y+t = 1

adr+ay+z = 1

est équivalent au systéeme linéaire matrieleX = b suivant
2

0 1 a a T
1 0 a® a Y . —1
a a®> 0 1 z | 1
a? a 1 0 t 1
0 1 a a® 1
N 1 0 ad® a -
ouUA = e a2 0 1 etb = e
a?> a 1 0 1
Le systémé&) admet une solution unigue 4i était inversible. Calculons le déterminantde
0 1 a a?
1 0 a® a
det(A) = 0 a2 0 1
a? a 1 0
1 a® a 1 0 a 1 0 a
= —|a 0 1|+ala a> 1|=d*| a a®> 0
a? 1 0 a? a 0 a®> a 1

= 1-d*'-a®-a®+a*—-a®—a*—-a’ +a®
doncdet(A4) = a® — 2a® — a* — 24 + 1; d’oU le systtmd&) admet une solution unique éet(A) =
a®—2a®—a*—-2a®+1#0.
Le termea® — 2a® — a* — 24? + 1 se factorise sous la forme suivante

a®*—2a°—a*—2a*+1 = (a* - (1—0a)?*)(a* —(1+0a)?) = (a®*—1+a)(a®* +1—a)(a®*—1—a)(a® +1+a)

doncdet(A) # 0 si et seulementsi? # 1 —aoua?® # —1 +aoua® # 1 +aoua® # —1—a.
DansR, I'équationa? + a — 1 = 0 a pour solution
1+V6 VE—1

t =
2 42 2

ay =

12



dansR, I'équationa® — a + 1 = 0 n’a pas de solutions;
dansR, I'équationa® — a — 1 = 0 a pour solution

1-5 VE+1
= 2 et a4 = 5

az
et dan<R, I'équationa® + a + 1 = 0 n’a pas de solutions; alorkt(A) # 0 si et seulement si

1+v5 1-v5 V6—-1 V541
a¢{_2;2’2;2}

Dans ce cas, aprés un calcul de solutigas¢us laisse faire les calculs!'! I}l il vient

1
r = ——
1—a+a?
_ 1
vy = 1—a+a?
1
z = ——
1—a+a?
¢ = 1
1—a+a?
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